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INTRODUCCION

El objeto principal de estudio en este trabajo es la imagen bajo el mapeo de Gray de
cédigos definidos sobre el anillo de Galois GR(p?,m).

En los afios 9o el interés por los c6digos lineales sobre los anillos finitos de enteros
([BSCos], [CSos], [PQo6], [CHoy], [KLP97]) fué estimulado por los trabajos trascen-
dentales de [Necg1] y [JKC"94]. En éste tltimo trabajo se demuestra que los c6digos
binarios no-lineales de Kerdock y Preparata se describen como las imagenes bajo el
mapeo de Gray de cédigos lineales sobre el anillo Z,4, de enteros médulo 4. El mapeo
de Gray

(I):Z4 — FzXFz
0 — (0,0)
1 — (0,1)
2 = (1,1
3 — (1,0)

7

es una isometria con respecto a la métrica de Lee en Z, y la métrica de Hamming
en F, x F», y es una herramienta esencial para la descripcién de estos cédigos. En
[JKC"94] se dan condiciones necesarias y suficientes para que la imagen binaria de
un cédigo lineal sobre Z4 sea un cédigo lineal, en [LBoz] los autores obtienen el
resultado correspondiente para codigos lineales sobre Z 2, p—primo.

A finales del siglo pasado y principios del nuevo milenio el estudio de los cédigos
definidos sobre el anillo Z,m (donde p es un primo y m un entero positivo), y en
general, de los c6digos sobre anillos finitos de cadena incluyendo los anillos de Galois,
se increment6 ([BUgg], [GSg9]), [NSMoo], [DLPo4], [KNo1]).

Al mismo tiempo diversos investigadores se avocaron al estudio de la imagen bajo
el mapeo de Gray de cédigos definidos sobre el anillo Z,,m ([Carg8], [Wolgg], [Wolo1],
[vvo1], [TRVo1], [LBoz2], [TRVo03]).

J. Wolfmann en [Wolgg] demuestra que la imagen de Gray de un c6digo negaciclico
lineal sobre Z,4 es un c6digo ciclico binario de distancia invariante (no necesariamente
lineal) [Wolgg, Teorema 3.5], y también demuestra que la imagen de Gray de un cédi-
go ciclico lineal sobre Z4 de longitud impar es equivalente a un cédigo ciclico binario
(no necesariamente lineal) [Wolgg, Teorema 3.9], para obtener éste tltimo resultado
utiliza la permutacién de Nechaev.

H. Tapia-Recillas y G. Vega en [TRVo1] generalizan el Teorema 3.5 y el Corolario
3.8 de [Wolgg] para los cédigos correspondientes sobre Z,x 1.

S. Ling y J.T. Blackford prosiguen en esta linea; en [LBoz] generalizan varios de los
resultados de [Wolgg], [Wolo1] y [TRVo1] para cédigos sobre el anillo Z 11, de ente-

ros médulo p**!, donde p es un primo y k > 1 es un entero. En particular, demuestran
que un c6digo sobre Z k11 es un codigo (1 — p¥)-ciclico si y s6lo si su imagen de Gray
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es un c6digo cuasi-ciclico sobre Z,, de indice p*~! y de longitud p*n, demuestran que
la imagen de Gray de un cddigo ciclico lineal sobre Zx+1 de longitud n primo relati-
vo con p es equivalente a un cédigo cuasi-ciclico (no necesariamente lineal) sobre Z,,
y también dan condiciones necesarias y suficientes para que la imagen de Gray de un
c6digo lineal sobre Z,» sea lineal. Si p =2y k = 1 se recuperan [Wolgg, Teorema 3.5],
[Wolgg, Teorema 3.9] y [JKC"94, Teorema 5] respectivamente.

En [Wolo1] se determinan todos los c6digos ciclicos lineales sobre Z4 de longitud
impar cuya imagen de Gray son cédigos lineales (o, equivalentemente, cuya imagen
de Nechaev-Gray son cédigos ciclicos lineales) o son cédigos ciclicos lineales sobre F;,
dando condiciones sobre sus polinomios generadores. Este es un excelente articulo
en el que se combinan las condiciones que caracterizan la estructura de los cédigos
ciclicos lineales sobre Z4 ([CSgs], [PQg6], [KLP97]) con el mapeo de Gray y el mapeo
de Nechaev-Gray (el mapeo de Gray seguido de la permutacion de Nechaev). En
particular, en [Wolo1, Teorema 21], se demuestra que si € es un cédigo ciclico lineal
sobre Z, de longitud n impar, @ es el mapeo de Gray y g(x) = 2d(x), donde d(x)[x™ —
1 en Z4[x], es el polinomio generador de € entonces @ (C) es el cédigo binario ciclico
lineal de longitud 2n generado por p(d(x))(x™ —1), donde pu(d(x)) es la p-reduccién
del polinomio d(x). En [LBo2, Teorema 4.13] se generaliza este teorema.

En ésta tesis se generalizan algunos de los resultados de [LBoz2] como los que
se mencionan en los pdarrafos previos para los cédigos correspondientes definidos
sobre el anillo de Galois R = GR(p?%, m). Para tal proposito el articulo [GSgg] es
de particular importancia ya que en él los autores utilizan la isometria de Gray

@ :(R",dy) — (thn, dn), donde dy, y dy denotan la distancia homogénea y la distan-
cia de Hamming respectivamente, ¢ = p™ y t > 1, para construir c6digos de longitud
q'n sobre el alfabeto Fg, a partir de R-c6digos lineales de longitud n, donde R es
un anillo finito de cadena de indice de nilpotencia t 4 1, y en éste trabajo se usa una
variante, salvo permutacion, de ésta isometria, para construir cédigos de longitud gn
sobre el alfabeto F4 a partir de cédigos sobre el anillo de Galois GR(p?, m) de longitud
n, donde GR(p?, m) es un anillo finito de cadena de indice de nilpotencia 2 (t =1).

Una herramienta fundamental para obtener los resultados deseados es el anillo
de vectores de Witt de longitud 2, W,(F,m), el cudl es isomorfo al anillo de Galois
GR(p?, m). En [AH98] se demuestra que el anillo de Galois GR(p™, m) es isomorfo al
anillo de vectores de Witt de longitud n, Wy (Fym). A partir de la suma y el producto
entre los elementos del anillo de Witt W,(F,m), y el isomorfismo entre este anillo y
el anillo de Galois GR(p?%, m) se obtienen las componentes p-ddicas de la suma a+b
(Proposicién 1.2) de a,b € GR(p?,m), y en particular, la p-reduccién de las compo-
nentes p-adicas del producto na (Lema 1.4) donde a € GR(p?, m) es un elemento
cualesquiera yn = 1+pN’ € GR(p%,m) es una unidad principal, siendo N’ un ele-
mento del conjunto de Teichmdiller del anillo de Galois, el conjunto de representantes
del campo residual en GR(p?%,m), tal que su p-reduccion es n’ € {1,...,p—1}, ie,
u(N)y=n'e{1,...,p—1},donde nn’ = 1( mod p).

El presente trabajo ha dado lugar a dos articulos de investigaciéon [LATRo8], [LATR11].
La tesis estd organizada de la siguiente manera:

En el Capitulo 1 se proporcionan las definiciones y notacion bésica relacionadas con
los campos finitos, anillos finitos de cadena y cédigos definidos sobre éstos alfabetos.
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También se aporta la Proposicion 1.2 y el Lema 1.4 que son esenciales para establecer
las Proposiciones 2.2 y 4.1, respectivamente.

En el Capitulo 2 introducimos la definicion del mapeo de Gray en R", siendo
R = GR(p?,m) el anillo de Galois, en la forma apropiada para nuestros propésitos
y recordamos algunas de sus propiedades, también se establece la Proposicién 2.2,
ésta proposicion nos lleva a obtener un importante teorema, en él se dan condiciones
necesarias y suficientes para que la imagen de Gray de un R-cédigo lineal sea un
coédigo lineal sobre I [Teorema 2.2]. Tal teorema dice:

Teorema. Sea C un R-cédigo lineal de longitud n y sea © el mapeo de Gray en R™. Entonces
la imagen de Gray ®(C) es un Fym-cédigo lineal si y sélo si pO(A,B) € C para toda A,B € C.

El Teorema 2.2 produce el resultado correspondiente que aparece en [JKC*94, Teo-
rema 5] si R = Z4 y nos da el mismo resultado que aparece en [LBo2, Teorema 4.3] si
R=7Z.

P

En el Capfitulo 3 se introducen los conceptos de cédigo cuasi-ciclico de primer blo-
que de indice pm! y codigo Y-ciclico sobre el anillo de Witt, W,(F), también se in-
troduce el concepto de cédigo T-cuasi-ciclico sobre el campo finito F4. Se estudia el
mapeo de Gray definido sobre el anillo de Witt y la imagen de Gray de cédigos, sin
estructura lineal, definidos sobre este anillo con ciertas caracteristicas sobre sus com-
ponentes. Se dan condiciones necesarias y suficientes para que la imagen de Gray de
un c6digo &-ciclico definido sobre el anillo de Witt sea cuasi-ciclico de primer bloque
de indice p™~' [Teorema 3.1] y también se dan condiciones necesarias y suficientes
para que la imagen de Gray de un cédigo y-ciclico de longitud n sobre W,(F) sea
un coédigo T-cuasi-ciclico de longitud nq sobre F [Teorema 3.2]. La importancia de
éste capitulo estriba en que el estudio del mismo sirvié de terreno de cultivo para la
obtencién de los resultados que se reportan en los capitulos 2 y 4.

En el Capitulo 4 se establece la Proposicion 4.1, ésta proposicién nos permite obte-
ner un teorema que nos da condiciones necesarias y suficientes para que la imagen
de Gray de un cédigo (1 — p)-ciclico definido sobre el anillo de Galois G R(p?,m) sea
cuasi-ciclica [Teorema 4.1]. Este teorema dice:

Teorema. Un R-cédigo C de longitud n es A = (1 — p)-ciclico si y sélo si su imagen de
Gray ®(C) es un cédigo cuasi-ciclico sobre Fym de indice p™' y longitud np™.

Este resultado generaliza el que aparece en [Wolgg] y [LBoz].

También se establece la Proposicion 4.3 que junto con la Proposicién 4.2 y el Teore-
ma 4.1 dan lugar a uno de los teoremas maés relevantes de este trabajo, en él se dan
condiciones necesarias y suficientes para la cuasi-ciclicidad no necesariamente lineal
de la imagen de Gray de cédigos ciclicos lineales sobre el anillo de Galois GR(p?, m)
[Teorema 4.2]. Tal teorema dice:

Teorema. Sea C C R™ un cédigo de longitud n primo relativo con p. Entonces el cédigo C
es ciclico lineal si y sélo si MeP™ " (D(€)) es un cddigo cuasi-ciclico de indice p™" y longitud
np™ sobre F.

Este resultado generaliza el que aparece en [LBoz] para c6digos sobre el anillo Z,,,.

En el Capitulo 5 R denota un anillo finito de cadena de indice de nilpotencia 2 y 7t
es el generador del ideal maximal M de R. En la Proposicién 5.1 se da la representa-
cién polinomial de ®(A), donde A € R", y usando esta representacién junto con el



Teorema 5.3 que caracteriza al polinomio generador de un R-cédigo ciclico lineal de
longitud n primo relativo con la caracteristica del campo residual da lugar a un teore-
ma que establece la ciclicidad lineal de la imagen de Gray de una clase de R-cédigos
ciclicos lineales [Teorema 5.4]. Este teorema dice:

Teorema. Sea C un R-cédigo ciclico lineal de longitud n primo relativo con la caracte-
ristica del campo residual, generado por el polinomio G(&) = mA(E) de grado r. Entonces
®p(G(E)) = a(&)(E" —1)P" " donde a(&) = W(A(E)) y Pp(G(E)) divide a £ —1. Mis
aiin, la imagen de Gray de C, ®(C), es un [qn,n — 1] cdédigo ciclico lineal sobre Fy.

Este teorema generaliza parcialmente al que aparece en [LBoz].

Cabe sefialar que se esta preparando un articulo con los resultados de éste capitulo
que serd sometido a una revista para su publicacién.
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PRELIMINARES

En éste capitulo, revisamos los fundamentos matematicos necesarios que nos facilita-
ran una mejor comprension de la tesis.

Tales fundamentos se dividen en tres temas: campos finitos, anillos finitos de cadena
y cédigos definidos sobre campos finitos y anillos finitos de cadena.

En la primera parte recordamos algunos conceptos basicos de los campos finitos
F,m, en la segunda parte revisamos los anillos finitos de cadena (anillos de Galois y
anillos de Witt): proporcionamos definiciones y propiedades acerca de los alfabetos
sobre los cuales se definen nuestros cédigos. En particular, se aportaran resultados
relacionados con el anillo de Witt (anillo de Galois) que seran esenciales en la seccién
2.1y en los capitulos posteriores. En la parte final del capitulo recordamos algunos
conceptos basicos de los c6digos definidos sobre éstos alfabetos.

1.1 CAMPOS FINITOS

Los origenes de los campos finitos se remontan a los siglos XVII y XVIII con los traba-
jos de Fermat (1601-1665), Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813) y Legendre (1752-
1833), todos ellos trabajaron con campos finitos especiales, i.e., los llamados campos
finitos primos, Z,, donde p es un primo. Se puede decir que la teoria general de los
campos finitos comenzé con los trabajos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) y Evaris-
te Galois (1811-1832). A finales del siglo XIX toda la estructura de los campos finitos
era conocida. Pero en las tltimas décadas adquirieron relevancia con el desarrollo de
la computacién, de la teoria de la informacién y de la seguridad informaética.

A continuacién se recordaran algunos conceptos fundamentales acerca de los cam-
pos finitos. Para los detalles se pueden consultar las siguientes referencias [LNg7],[Wano3]

y [MS77].

Z, =7Z/(p), donde p es un primo, es un campo primo, el cual es denotado por
Fp-

Si f(x) € Fy[x] es un polinomio irreducible de grado m entonces F,[x]/(f(x)) es
un campo finito con p™ elementos, denotado por F,m 6 GF(p™).

En cualquier campo finito, el nimero de elementos es una potencia de un primo
p vy tal primo es la caracteristica del campo.

Si p es un primo y m es un entero positivo entonces existe un campo finito de
orden p™ que es tnico salvo isomorfismo.

Sean q = p™, Fq un campo finito y a, b dos elementos cualesquiera de Iy enton-
ces (a+b)P = aP +bP. Més aun, (a+b)P" = aP" +bP".



El grupo multiplicativo de los elementos distintos de cero de F,, denotado por
Fg, es ciclico. Cualquier elemento generador de F; es llamado un elemento pri-
mitivo.

Todo subcampo de Fq tiene orden p¢, donde d es un divisor positivo de m. Re-

ciprocamente, si d|m entonces existe exactamente un subcampo de Fq de orden
d

pe.
Un campo finito Fq es isomorfo al campo de descomposicion de x4 —x sobre Fy,
donde g =p™.

Todo elemento a € Fq satisface a9 = a.
Fyn es un espacio vectorial de dimensién n sobre Fy.

Una base de Fqn sobre Iy tiene cardinalidad n y n es llamado el grado de Fyn
sobre Fg, lo cual es denotado por [Fgn : Fgq] =n.

Sea f(x) un polinomio ménico de grado n sobre Fq. Si f(x) tiene un elemento
primitivo de Fgn como una de sus raices, entonces f(x) es llamado un polinomio
primitivo de grado n sobre F.

Si Fpm se construye a partir de un polinomio primitivo irreducible f(x) de grado
my w es una raiz de f(x) entonces {1, w, w?, ..., w™ 1) es una base de F,m sobre
Fp.

1.2 ANILLOS FINITOS DE CADENA

Sea R un anillo conmutativo finito con identidad. Un ideal I de un anillo R es llamado
principal si es generado por un solo elemento. Un anillo R es un anillo de ideales
principales si todos sus ideales son principales. R es llamado local si R/rad R es un
campo finito (0 equivalentemente si R tiene un tnico ideal maximal). Un anillo R
es de cadena si el conjunto de todos sus ideales es una cadena bajo la inclusién de
conjuntos.

Para la clase de los anillos conmutativos finitos de cadena, se tienen las siguientes
condiciones equivalentes (ver [DLPo4]).

Proposicién 1.1. Para un anillo conmutativo finito R las sigquientes condiciones son equiva-
lentes:

i) R es un anillo local y el ideal maximal M de R es principal,
ii) R es un anillo local de ideales principales,

iii) R es un anillo de cadena.

Sea R un anillo finito de cadena (AFC), w un generador fijo del ideal maximal M de
Ry sea t el indice de nilpotencia de 7. Todos los ideales de R son principales de la
forma (7*) para 0 < i < t. Los ideales de R forman la cadena

R=(n") 2 (n") 2...2 (") 2 (n!) = (0).



Sea F = R/M el campo residual de R, F es un campo finito isomorfo a F,m para
algtn primop y m € N ysea u: R — F, dado por p(r) = r+M, el homomorfismo
canénico de R sobre su campo residual. Este mapeo es extendido de la siguiente
forma: p: R[x] — F[x], mapea r — r+ M y a la variable x a x, para abreviar, llamamos
a este mapeo p-reduccion.

Los siguientes resultados se encuentran en [NSMoo].

Lema 1.1. Para cualquier v € R\ {0} hay un tinico entero i, 0 < i < t tal que r = um, con
u una unidad. La unidad w es vinica médulo 7+ .

Corolario 1.1. Si 1 <1< j < tymic € WR entonces ¢ € W 'R. En particular, si TR = 0
entonces ¢ € 'R,

Lema 1.2. Sea V C R un conjunto de representantes para las clases de equivalencia de R bajo
congruencia médulo M. (Equivalentemente, se puede definir a V como el subconjunto maximal
de R con la propiedad de que (1) # w(ry) para todo r1,12 € R, 11 # 132). Entonces:

i) Para todo v € R existen 1o, ..., Ti_1 € V 1inicos tales que v = Zﬁ;(]) Tty

ii) [V| =I[F|;
i) |[7OR| = |F* T para 0 <j <t —1.

En [dHo1] se afirma que: todos los anillos conmutativos finitos de cadena pueden
obtenerse a través de la siguiente construccién y también se refiere al lector a [McD734,
pags. 307-308, 339-344] para las demostraciones de las afirmaciones en la construccion.
Sea p un primo, n, m > 0y f € Zpn[x] un polinomio ménico de grado m cuya imagen
en Zy[x] es irreducible. Entonces GR(p™, m) = Z,n[x]/(f) es un anillo cuya estructura
depende sé6lo de p,n y m. GR(p™, m) es llamado un anillo de Galois de caracteristica
p™ y rango m [Jan66, Rag6g]. GR(p™, m) es un anillo local cuyo ideal maximal es
pGR(p™, m). Todo anillo finito de cadena R es de la forma:

GR(p™, m)[xI/(g,p™ %), (1.1)

donde g € GR(p™, m)[x] es un polinomio de Eisenstein de grado k, i.e., g = x*—

plag_1x* "+~ +ap), a; € GR(p™, m) y ap es una unidad de GR(p™, m), | = k cuando
n=1y1<1l<kcuandon > 2. Los enteros p,n, m, k, 1 son llamados los invariantes
del anillo de cadena en (1.1) (cf. [CL73]).

Si n = 1, entonces los anillos de Galois en (1.1) son de la forma GF(p™) y R =
GF(p™)[x]/(x¥).

A continuacién enunciamos un par de ejemplos de anillos conmutativos finitos de
cadena:

i) Anillos de Galois GR(p™, m) para algin primo p y enterosn,m > 1,sim =1,
GR(p™, 1) = Zyn es el anillo de enteros médulo p™ y sin =1, GR(p, m) = Fym
es el campo finito con p™ elementos.

ii) Anillo de clases residuales GF(p) [&] /(w(&)¥) donde w(&) es un polinomio irre-
ducible sobre GF(p) de grado m, con m y k enteros positivos (ver [US98]).



El grupo de unidades de un anillo conmutativo finito local es un objeto esencial en
la estructura del anillo. En general, la estructura de tal grupo de unidades es dificil
de determinar. Para anillos de Galois sus grupos de unidades son conocidos [McD74,
pégs. 322-323]. Para anillos de clases residuales se puede consultar [Clay7] y para los
anillos finitos de cadena referimos al lector a [dHo1].

Por la importancia en ésta tesis de los anillos de Galois y del anillo (truncado) de
vectores de Witt, W (F), puntualizamos algunos aspectos de éstos en las subsecciones
siguientes.

1.2.1  Anillos de Galois

La definicién y propiedades basicas del anillo de Galois son recordadas en ésta subsec-
cién. Para mas detalles referimos al lector a [McDy4, XVI] y [Wano3, 14], (ver también
[JKC"94],[BFoz]).

Sea Zn el anillo de enteros médulo p™, donde p es un primo y n un entero positivo.
Un polinomio irreducible f(x) € Z,n[x] se dice bdsico si su reduccion moédulo p es
irreducible.

El anillo de Galois GR(p™, m) esta definido como:

GR(p™,m) = Zn[xl/(f(x))

donde f(x) € Z,n[x] es un polinomio monico, basico primitivo irreducible de grado
m que divide a P y (f(x)) es el ideal de Z,n~[x] generado por f(x).

En la definicién anterior se puede prescindir de la propiedad de que f(x) sea primi-
tivo irreducible y sélo pedir que sea basico irreducible (ver [McD74]), sin embargo, es
muy util, ademads considerar a f(x) primitivo irreducible (ver [JKC"94], [Wano3]).

El anillo R = GR(p™, m) es local con ideal maximal M = (p) generado por p y
campo residual F = R/M isomorfo a F,m, el campo de Galois con p™ elementos. La
cardinalidad de R es |R| = p™™, la caracteristica de R es p" y los elementos del ideal
maximal M son los divisores de cero de R. Cualquier ideal del anillo de Galois es de
la forma <pi) para 1 < i< ny hay una cadena de ideales:

R=({1)>(p) D> D ") ={0}

Seap:R— F, u0)=0el mapeo canoénico del anillo de Galois sobre su campo re-
sidual. Sea T C R, el conjunto de Teichmiiller del anillo de Galois. Entonces cualquier
3 € R tiene una tnica representacion p-ddica (multiplicativa):

B=10(B)+T1(B)p+- +Tn1(B)p™

donde 7i(pB) € 7.

Si R* denota el grupo de unidades de R entonces R = MUR* y R* = € x G donde
C es un grupo ciclico de orden p™ — 1y G es un grupo de orden p™ "™ (ver [McD74,
Teorema XVI.9, pag. 322], [Wano3, Teorema 14.11, pdg. 319]). Si w € R es una raiz de
f(x) entonces el subgrupo € es generado por w, su imagen @ = p(w) € Fym es una

raiz del polinomio irreducible f(x) = p(f(x)) y F;;m = Fym \ {0} = (). Siq=p™, el
conjunto de Teichmiiller puede tomarse como T = {0, 1, w, w?, ..., wi=2.
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El anillo de Galois R tiene la estructura de un (Zpn)-médulo ([Wano3, pags. 311-
313]):

R = an[w]
— (an)+(an)w+---—|—(an)wm_1.

Los elementos de R = Zn[w] se expresan univocamente en la forma
Gt aw+...+an 0™, q € Zpn, (0<i<m—1).

Tal expresién es llamada la representacion aditiva de los elementos del anillo de Galois
R = an [w]

Ejemplo 1.1. Algunos anillos de Galois son:

i) GR(p,m) = GF(p,m) = Fym, GR(p", 1) = Zpn.

ii) Seaf(x) =x>+x+1¢€ Zslx] un polinomio moénico bdsico irreducible sobre Z4. Enton-
ces GR(22,3) = Z4[x]/{f(x)), (IMcD74], pdg.297).

iii) Sea g(x) =x3 +2x* +x—1 € Zu[x] un polinomio mdnico bdsico primitivo irreducible
sobre Z4. Entonces GR(22,3) = Z4[x]/(g(x)), ([JKC*94], Seccion III).

iv) Seah(x) =x*+4x+8 ¢ Z9[ | un polinomio ménico bdsico primitivo irreducible sobre
Zsg. Entonces GR(32,2) = Zo[x]/(h(x)), ([Wano3]).

1.2.2  El Anillo de Witt W5 (F)

Sea R = GR(p% m), el anillo de Galois de caracteristica p2. En ésta subseccién la
definicién del anillo (truncado) de vectores de Witt, W, (F), sobre el campo finito
F = F,m es enunciada y un isomorfismo entre el anillo de Galois R y W, (F) es dado. La
definicién del anillo de vectores de Witt es més general (ver [Jac8o, Ser62]) pero para
los propésitos del presente trabajo s6lo se considera W,(F). La definicién del anillo de
Witt es independiente del anillo de Galois. Se dan algunas propiedades de este anillo
o equivalentemente del anillo de Galois R que seran ttiles en los capitulos posteriores
para presentar los resultados sobre las imagenes de Gray de c6digos definidos sobre
el anillo R.

Sea (F, +, %) = (Fym, +, *) un campo finito con p™ elementos. El conjunto subyacente
del anillo de Witt W;(F) es justamente el producto cartesiano F x F y las operaciones
“+w", “*y"son definidas de la siguiente manera:

(x0,%1) +w (Yo, Y1) = (So(x0,%1,Y0,Y1), S1(x0,%1,Y0,%1))

donde
So(x0,%1,Y0,Y1) = X0 + Yo
S1(x0,%1,Y0,Y1) = (x1 +y1) — hix0,Y0)
con h(x,y) = %((X+U)p —xP—yP) € Qlx,yly

(x0,%1) *w (Yo, u1) = (XoYo, xgy1 + upx1)

5
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(para elementos a,b € F escribimos a * b = ab).

Si F = R/M es el campo residual del anillo de Galois R es facil ver que el mapeo

Y:R— W2 (F), a=1v(a) = (ap,ay) (1.2)

donde a = pg(a) +ppi(a) € R, pola),p1(a) € Ty ai := pi(a) = ulpi(a)), i =0,1, es
un isomorfismo de anillos.

El mapeo inverso es:
T W; (F) — R, ¥ (b, by) = Bo + B}/ (1.3)

donde By, By € T son tales que B; = b; (la barra significa la imagen bajo el mapeo
canonico ). Si d,b son elementos cualesqulera del anillo de Witt Wz( ) y si no se
presenta confusion, los elementos a +,, b y G %y b se denotardn por a + b y ab respec-
tivamente.

En [AH98, Teorema 4 pag. 231-232] se demuestra que el anillo (truncado) de vecto-
res de Witt Wy, (F,m) y el anillo de Galois GR(p™, m) son isomorfos.

El siguiente resultado serd util més adelante.
Proposicién 1.2. Sean a = pp(a) +ppi(a),b = po(b) +pp1(b) € R con pi(a), pi(b) € T
v ulpi(a)) = ri(a), ulpi(b)) = ri(b) parai =0,1. Sea a+b = po(a+b)+ppi(a+b)
con pi(a+b) € Ty u(pi(a+b)) =ri(a+b) parai=0,1. Entonces
rola+b) =r9(a)+ ro(b)
ri(a+b) = [r(a)’ +71(b)? —h(ro(a), To(b))]"/P.

Demostracién. Por el isomorfismo  entre el anillo de Galois R = GR(p?, m) y el anillo
de Witt W(F,m) tenemos que

P(a) a = (ro(a),m1(a)?)
P(b) = b= (ro(b),r1(b)P)
Pla+b) = a+ atb= (rola+b),r1(a+b)P).

Como VPp(a+b) =YP(a) +, P(b) y dado que

b(a) +wh(b) = (ro(a),T1(a)?) +w (ro(b),T1(b)7)
= (ro(a) +7o(b),T1(a)? +711(b)P —h(ro(a), (b))

tenemos

Tola+b) = ro(a)+1o(b),
ri(a+b)? = r(a)’ +711(b)’ —h(ro(a),ro(b)).

Por lo tanto, ro(a+b) =19(a) +19(b) yri(a+Db) = [r1(a)P +11(b)P —h(ry(a), ro(b))]V/P.
]
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Sea R = GR(p%,m) el anillo de Galois isomorfo a Wy(F), T = (w)U{0} C R
el conjunto de Teichmiiller, (w) = F* = Fim y sea T C WH(F) ie.,, T = (T
{(0,0),(1,0), (@,0), (@?,0),... (@ 20))

Sea 1 una unidad (principal) en R de manera que 1 = 1+ pN’ es la expansion
p-addica de n donde N’ € T es tal que u(N)=n"e€{1,...,p—1}

—

—

Los dos lemas siguientes nos serdn muy ttiles para la demostracién de resultados
posteriores.

Lema 1.3. Para cualesquiera 61 = (w*,0), 62 = (W,0) € T se tiene que
Ci+C,=da+9b
donde @,b € T son tales que @ = (@' 4+ @,0) y b = (—h(w", @) /?,0).
Demostracion. Como
/C\] + 62 - (wi/ O) + (w]/O)

= (@'+ @, -h(@,®))

= (@ +@,0)+(0,1)(—h(@', @)"?,0)
Entonces C1—|—C2—( +@,0) +p(—h(wt, @)?,0) :a+ﬁ6 O
Observacién 1.1. Nétese que (—h(@', @)'/P)P = —h(@", @) en Fpym para todo primo p.

Lema 1.4. Sean = 1+ pN y sea a un elemento arbitrario de R cuya expansion p-ddica es
a = pola) +ppi(a), pola), pi(a) € T. Entonces

na = po(ma) +ppi(ma)

donde po(na), p1(na) € T son tales que po(na) = po(a). Ademds ro(na) = p(po(na)) =
ro(a) y 1i(ma) = ulpr(na)) =ri(a) +ro(a)n’

Demostracion. Si pp(a) = 0 6 pi(a) = 0 la afirmaciéon del lema inmediatamente se
sigue. Si po(a) # 0 # pi(a ) y dado que pp(a) := ap, pi(a) := a;, N’ € T entonces
ap = w,a; = wh, N = wk para algunos i,j,k € {0,...,p™ — 1}. Ademads, se tiene
que, na = (1 +pN )(ap +paj) = ap+pla; + aoN’) = po(na) + ppi(na), para algunos
pi1(na) € Ty po(na) = ap € T, observese que a; + apN’ no necesariamente pertenece
a T, pero p(a; + apN’) visto en el anillo de Witt es p(a; + aoﬁ’ ), por el isomorfismo
entre el anillo de Galois y el anillo de Witt, con aj, ao,ﬁ' € T entonces a + aoﬁ’ =

(@4, 0) + (@, 0)(@X,0) = (@, 0) + (WD, 0) = (@' + Ww@X,0) + p(—h(@, DwX)/?,0),

la Gltima igualdad se sigue por el Lema 1.3, por consiguiente,

o)

(@+aN) = B |(@ +a'@",0)+p(-h(@', @@/, 0]
= 6(wl+w’w,0),

ie., p(a1 + aoN ) =p(@' + D@, 0) donde (@' + W @K, 0) € ‘I de manera que, (w: +
w?w ,0) corresponde a pj(na) € T de tal forma que r1(na) = u(pi(na)) = @'+
Wk = par) + plag)u(N) =ri(a) +rola)n/ O

7



1.3 CODIGOS DEFINIDOS SOBRE EL ALFABETO A

Sea A un alfabeto finito y sea A" el conjunto de n-adas de elementos de A. Se dice
que € es un A-cédigo de longitud n o que C es un cédigo de longitud n sobre A, si C
es un subconjunto de A™. Un (n, M)- cédigo € sobre A es un A-cédigo de longitud n
y tamafio M. A los elementos de un A-cédigo C se les llama palabras-cédigo.

Sea o el corrimiento ciclico
o: A" — A"
(ap,a1,...,an1) — (an_1,0Q0,...,0n_2). (1.4)
El cédigo € C A™ es llamado un A-cddigo ciclico si (C) = C.

Si el alfabeto A es un campo finito Fym, Flm es un espacio vectorial n-dimensional
sobre Fym. Un subconjunto € C Fim es llamado un Fpm-cédigo lineal de longitud
n si € es un subespacio vectorial de Fjm. Un subconjunto € C Fw es llamado un
[n, k|-c6digo lineal de longitud n sobre F,ym si € es un subespacio k-dimensional de
Flm.

P

El peso de Hamming de un vector u, denotado por wty(u), es el nimero de com-
ponentes distintas de cero, de ahi que, la distancia de Hamming entre dos vectores
u,v e F{}m estd dada por dy(u,v) =wt(u—v).

Se dice que € es un F,m-cédigo ciclico lineal si € es un Fpm-cédigo lineal y o(€) = C.
Sea An = Fym[x]/(x"—1)y
P:Fom — An, (1.5)
(ag, @1,y Q1) — Qo+ aix—+--+ap1x" ' + (x"—1)
el mapeo representacion polinomial de Fiw en el anillo Ax.

Por medio de la representacion polinomial las palabras-c6digo pueden ser pensadas
como polinomios.

€ es un Fpm-codigo ciclico lineal si y sélo si P(C) es un ideal de A, (cf. [MSy7y,
Sec. 7.2]). A, es un dominio de ideales principales, esto implica que, todo F,m-cédigo
ciclico lineal C tiene un tnico polinomio generador g(x) (en el sentido de que g(x)
es un polinomio moénico de grado mds pequeiio en P(C)). Mds atn, el polinomio
generador g(x) divide a x™ — 1 y el cédigo ciclico lineal C tiene dimensién k = n —
grad(g(x)). Ademas si g(x) = go+ g1x + - -+ gx" entonces go # 0 y C es generado
(como un subespacio de Fm) por las filas de la matriz generadora *

do 91 ... Or
go 91 ... Or

9o 91 --- Or
(cf. [MSy7, Sec 7.3]).
Si el alfabeto A es un anillo finito de cadena R y si se considera a R" como un

modulo sobre R en la forma usual, entonces un subconjunto € C R™ es llamado un
R-cédigo lineal de longitud n sobre R si € es un R-submédulo de R™.

1 Los espacios en blanco en la matriz representan los ceros omitidos



Se dice que € es un R-cédigo ciclico lineal si € es un R-cédigo lineal y o(C) = C.
Con la notacién anterior, reemplazando a Fym por R, € C R™ es un cédigo ciclico
lineal si y s6lo si P(C) es un ideal de A, = R[x]/(x™ — 1)

Esta afirmacion es la andloga del resultado conocido para los cédigos ciclicos linea-
les sobre campos finitos mencionado previamente, la demostraciéon es basicamente la
misma que para el caso de campos.

En [DLPo4] se caracteriza la estructura de los cédigos ciclicos lineales de longitud
n sobre un anillo finito de cadena R de indice de nilpotencia t > 2 siempre que n no
sea divisible por la caracteristica del campo residual F. En la seccién 5.2 se mencionan
un par de resultados en esa direccion.

Sea R = GR(p? m) el anillo de Galois, M su ideal maximal, F = Fg, (@ =p™)
el campo residual de R y T el conjunto Teichmiiller de R. Sea A = 1—p =14+ Tp
una unidad (principal) del anillo de Galois R = GR(p?,m) donde T € T es tal que
w(T) =—1.

Considérense los siguientes mapeos:
i) Sea A = 1 —p. Entonces,
vy R — RT,

(ag,ar,...,an—1) — (Aan—1,q0,...,an-2).

ii) Para cualesquiera enteros positivos s y t sea

0_®t:1:st N I:St
(@)@ — (o(aM)o(a®)|-|o(a'™)

donde a'V,...,al) € Fs y 0 : FF — F* es el corrimiento ciclico usual. En parti-
cular, 0®' = o.

Un c6digo € C R™ es llamado A-ciclico si v, (€) = €, mientras que un cédigo C C F*
que satisface 0®*(C) = C es llamado cuasi-ciclico de indice t y longitud st.

A partir de este momento R es el anillo de Galois GR(p?, m) salvo que se diga otra
cosa.






IMAGENES DE GRAY LINEALES

En éste capitulo se dan condiciones necesarias y suficientes para que la imagen de
Gray de un R-cédigo lineal sea un cédigo lineal sobre F,m. Los resultados de éste
capitulo estan publicados en [LATR11].

21 EL MAPEO DE GRAY

Sea R el anillo de Galois GR(p%, m) de indice de nilpotencia 2, en ésta seccién se
introduce la definicién del mapeo de Gray en R™ y algunas de sus propiedades bdasicas
son recordadas.

Recordemos que si X = (xq, ..., Xxn—1) ¥ Y = (Yo, ..., Um—1) son elementos de R"™ y R™
respectivamente, su producto de Kronecker esta definido por:
XY = (xY,x1Y, ..., xn_1Y)

Obsérvese que X ® Y tiene nm entradas. Este producto tiene varias propiedades
incluyendo las siguientes:

X®(Y+2Z)=X®Y+X®Z
X+Y)©Z=X®Z+Y®Z

a(XRY)=(aX)®Y =X (aY)
(X1, X2) Y =(X30Y,Xo®Y)

donde X,Y,Z,X;,X; e R"y x € R.

Sea F el campo residual del anillo R, sea ¢, € F9 el vector que enlista a todos los
elementos de F y sea ¢; = 14 € F9 el vector cuyas entradas son todas iguales a 1 de
longitud q =p™.

La notacién siguiente se usard frecuentemente y se extendera de manera analoga a
los elementos B, A + B, A 4 pB.

Sea A = (ap,ay,...,an_1) un elemento de R", a; = po(ai) +ppi(ai) € R la expan-
sion p-ddica de a; para cadai = 0,...,n—1 y sea u(px(ai)) = ri(ai). Si pi(A) =
(pilao), pilar),..., pilan—1)) para i = 0,1 entonces A = po(A) +ppi(A) y 1i(A) =
(ri(ap),ri(ar), ..., rilan—1)) parai=0,1.

El mapeo de Gray en R" es definido (equivalentemente salvo permutacién) como
en ([GSg9]) de la siguiente manera:

Definicién 2.1. El mapeo de Gray en R™ estd dado por:
D:R" — T, O(A) =co®@10(A) +¢; ®T1(A)

donde A = (ay,...,an—1) € R™y “ ® " es el producto de Kronecker (expandido de derecha a
izquierda).

11
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El peso homogéneo en R es definido como (cf. [GSg99], [HN99]):

(q—1), siyeR\(p)
witn(y) =1 q, siy € (p) \ {0}
0, de otro modo

donde q = p™. El peso homogéneo en R™ esta definido como:
win(A) = win(ag) +- -+ witp(an—1).

El peso homogéneo en R"™ induce una métrica, dy, en R". Sea dy la métrica de Ham-
ming en F'9. Una de las principales propiedades del mapeo de Gray es el siguiente:

Teorema 2.1. [GS99] El mapeo de Gray es una isometria inyectiva de (R™, dy) en (F™9, dy).

El mapeo de Gray tiene otras propiedades incluyendo la siguiente cuya prueba
basicamente se sigue de la definicién de mapeo de Gray y de la Proposicién 1.2.

Proposicién 2.1. Sean A = po(A) +pp1(A) y B = po(B) + pp1(B) elementos cualesquiera
de R™. Entonces:

O(pB) = (ro(B),10(B),...,10(B))
O(A+pB) = O(A)+ O(pB),

donde p(po(B)) = ro(B).

Demostracion. Sean A = po(A) +ppi1(A),B = po(B) + pp1(B) € R™. Entonces pB =
Ppo(B) = po(pB) + pp1(pB) donde po(pB), p1(pB) € T, asi, po(pB) = 0y p1(pB) =
po(B), de ahi que, To(pB) = w(po(pB)) =0y 11 (pB) = u(p1(pB)) = ro(B). Entonces

O(pB) = co®@7o(pB) +c; ®11(pB)
= ¢; ®71o(B)
= (ro(B),10(B),...,T0(B))
Ahora bien, sea A +pB = py(A+pB) +pp1(A+pB) con py(A+pB),p1(A+pB) €

J™ pero 1o(A +pB) = u(po(A +pB)) = 19(A) + 19(pB) = 19(A), mientras que, r1(A +
pB) = u(p1(A+pB)) =11(A) +10(B) ya que

r1(ai+pbi) = [r1(a)? +7(pbi)? —h(ro(as), ro(pbi))]"/P
= [r1(ai)? +ro(bs)” —h(ro(ai),0)]"/P
= [r1(a;)P +ro(by)PIP
= [(r1(ai) +7o(by))P)"P

T1(A+pB) = (r1(ao + pbo), ..., m1(ai +pbi),...
oo, m(an—1 +pbn_1))
= (r1(ao) +1o(bo), ..., m1(ai) +ro(bi), ...
oo mi(anst) +ro(bn))
=11(A) +710(B)
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Entonces

OA+pB) = co®70(A+pB)+c;@11(A+pB)
= € ®To(A) + ¢ @ (11(A) +710(B))
= (co®79(A)+¢c,®11(A)) 4+ ¢1 ®719(B)
= O(A)+ ©(pB)

]

Como GR(p?,1) = Z,, de la Proposicién 2.1 se sigue la Proposicién 2.1 de [LBo2]
parak = 1.

Sean A = (ap,ai,...,an—1),B = (bg,by,...,by_1) elementos de R™ y sea a; =
polai) + ppi(ai) € R la expansién p-adica de a; para cadai, i = 0,...,n—1y
Te(ai) = ulpk(ai)) parak =0, 1. Sean py(A) = (px(ao), px(ai), ..., px(an—1)) y 7e(A) =
(re(ap), m(ag), ... ... ,Tk(an—_1)) para k =0, 1. Similarmente para B, A+ B y A + pB.

Sean O(aji, bi) € Ty 0(aj, bi) = u(O(ay, bi)) € Fym tales que:

o=

0(ai, by) = r1(ai) +11(bi) — [r1(a;)? +71(by)? —h(re(ai), ro(bi))]P.

Proposicién 2.2. Sea @ el mapeo de Gray en R™ como se introduce en (2.1). Con la notacién
anterior para elementos cualesquiera A = (ay,...,an_1),B = (by,...,by_1) € R™ se tiene
que:

O(A)+D(B) - DP(A+B) = D(pO(A, B) (2.1)

donde

O©(A,B) = (O(ap, by),...,0(an_1,br_1)) € T,
9( ) - (e(a()/b()) e(an—lrbn—1)) € F-Em, y
O(pO(A,B) = (6(A,B), ---,9(A,B))-

Demostracion. Sean A, B € R™, entonces

O(A)+ DO(B) — P(A+B) = co®@19(A) + ¢; ®T1(A) + ¢o @ 10(B)
+¢;®11(B)—co®@19(A+B) —c; ®11(A+B)
= Co @ (To(A) +10(B)) +¢; @ (11(A) +71(B))
— € ® (To(A) +10(B))

—¢; ® [r1(A)P +711(B)P —h(ro(A), mo(B))]P
= ¢ ® (11(A) +71(B)
— [r1(A)” +71(B)” —h(ro(A), mo(B))]VP)

donde

(AP == (r1(ag)?, r(ar)?, ..., 1
T1(B)P == (r1(bo)?, 1(b1)P, ..., 7
h(ro(A),10(B)) := (h(ro(ap), To(bo)), ..., h(ro(an—1),To(br-1)))
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[r1(A)P +11(B)P — h(ro(A), 7o(B))]/?
= ([r1(ao) + 71 (bo)P — h(ro(ag), mo(bo))I7, ...
o rilan—1)P +11(bn_1)? —h(ro(an—_1),mo(bn_1))]

T[=

).
De ahi que:

11(A) +71(B) — [r1(A)P +11(B)P — h(ro(A), 7(B))]'/P

= (...,m(ay) +711(bi) = [r1(ay)? +71(by)P — h(TO(ai)/TO(bi))]%/ .
(. . .,G(ai,bi),. . ) = G(A,B)

y por lo tanto

D(A) + O(B)— ®(A+B) =c, ®0(A, B)
— (0(A,B),...,0(A,B)) = D(pO(A, B)),

con lo cual hemos demostrado la afirmacién. ]

2.2 IMAGEN DE GRAY LINEAL DE UN CODIGO LINEAL

Ahora enunciamos y demostramos uno de los resultados mas relevantes de este estu-
dio:

Teorema 2.2. Sea C un R-cédigo lineal de longitud n y sea © el mapeo de Gray en R".
Entonces la imagen de Gray @ (C) es un F,m-codigo lineal si y sélo si pO(A,B) € C para toda
A,B e C.

Demostracién. Si A, B € R", se sigue a partir de la relacién (2.1) y de la Proposicién
2.1 que
O(A)+ O(B)=D(A+B+pO(A,B)). (2.2)

Supongamos que ®(C) es lineal. Entonces a partir de la relacién (2.2) se sigue que
A +B+pO(A,B) € C para cualquier A, B € €y como C es lineal concluimos que
PO(A,B) € C. Reciprocamente, supongamos que pO(A, B) € C para cualquier A, B €
C. Entoces a partir de la relacién (2.2) y dado que € es R-lineal, ®(A) + ©(B) € O(C).
Sea o cualquier elemento de Fjm = (w) y sea D € ®(C€) cualesquiera. Entonces
o =" paraalganl € {0,1,...,p™ — 2} y existe A = (ay,...,qj,...,an_1) € C tal que
®(A) = D. Entonces

aD = a®(A) = ax(co @10(A) +¢c; @T11(A))
= Co®arg(A) + ¢ ®ari(A))

donde ari(A) = (ari(ag),..., ari(q;j), ..., ari(an_1)) parai=0,1,y
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ari(aj) = @'p(ri(q;)) = plw'pi(a;))

paraj = 0,1,...,n—1 donde w'pi(aj) € T. Sea B = (by,...,bj,...,by_1) € R"
definido como b; = wlpo(aj) —i—pwlm(aj) paraj =0,1,...,n—1. Entonces B = w!'A
y ®(B) = a®(A). Como € es R-lineal y A € €, w' € T se sigue que B € €. Por consi-
guiente existe B € C tal que D = @ (B) implicando que «D € ®(C) para cualquier
D € ©(€) y cualquier « € Fpym. Por lo tanto, ®(€) es un Fym-cédigo lineal. O

Observese que si R = Z, el Teorema 2.2 produce el resultado correspondiente que
aparece en [JKC*94] y da el mismo resultado que aparece en [LBo2] si R = 2.
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IMAGENES DE GRAY DE CODIGOS SO-
BRE EL ANILLO DE WITT

En éste capitulo, tomando en consideracién que el anillo de Galois R = GR(p%,m)
y el anillo de Witt W;(F) son isomorfos, la definicién del mapeo de Gray sobre és-
te ultimo anillo es recordada [TRo6] con el objeto de dar condiciones necesarias y
suficientes para que un cédigo sobre el anillo de Witt sea &-ciclico en términos de
su imagen de Gray ademads condiciones necesarias y suficientes para que un cédigo
sea Y-ciclico también son dadas en términos de su imagen de Gray. Estos resultados
generalizan algunos de los resultados que aparecen en [LBoz] para cédigos sobre el
anillo GR(p?,1) = Z.,. Los resultados presentados en éste capitulo estan publicados
en [LATRO08].

Sea ¢y € F9 el vector que enlista a todos los elementos de F, sea 14 = (1,1,...,1) €
F9 el vector cuyas entradas son todas iguales a 1 de longitud q = p™ y sea M la matriz
de tamafio 2 x ¢ cuya primera fila es ¢y y la segunda fila es 14. Entonces el mapeo de
Gray en W,(F) es definido por:

b : Wo(F) — F9, d(ap, a1) = (ap, a)M. (3.1)

La relacién del mapeo de Gray tal como se definié y el mapeo de Gray ¢ como se
introduce en [GSg9] es:

Im(¢) = Im($ o)
donde 1\ es el isomorfismo entre el anillo de Galois GR(p?, m) y el anillo de Witt
W, (F) mencionado en la subseccion 1.2.2.

A continuacién el anillo de Galois R = GR(p?, m) y el anillo de vectores de Witt
'W;(F) asi como los mapeos ¢ y ¢ serdn utilizados libremente.

Para un entero positivo n, el mapeo de Gray es extendido coordenada-a-coordenada
a R™ 6 equivalentemente a W, (F)", i.e.,

@(A) = (¢(Ao), ..., d(An 1)) € FH (3-2)
donde A = (Ay,..., A1) € R™

La definicién (3.2) es equivalente salvo permutacién a la dada en (2.1).

3.1 IMAGENES DE GRAY CUASI-CICLICAS DE UNA CLASE
DE R-cODIGOS

En ésta secciébn vamos a expresar y enumerar los elementos del campo residual F =
F,m del anillo de Galois R = GR(p%,m) (6 del anillo de Witt W,(F)) en la forma
siguiente:
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Parai € N tal que 0 < i < p™ !, considérese la representacién de i en base p,

re,i=dyp+dyp+---+ di(m_z)pm_z donde dis €1{0,...,p — 1} paracadas € {0,...,
m—2}ysea (i), = (dio, di1, ..., dim—2))-
Como el campo finito F es una extensiéon de grado m del campo base F, sea Q =
{1,®, ..., ®™ '} una base de F sobre F,. Paracadaje€ Ntalque 0 <j <p—1sea
(] + (l)p)ﬂ - ) + diO(D + di] (Dz + di(mfz)a)m_]

y sea

G+ Ay
L™ =)

Entonces los elementos del campo finito F,m se pueden expresar y enumerar en la
forma:

[BO/B]/"-/ B‘pfﬂ- (33)
Sea M la matriz descrita anteriormente. Entonces la imagen de (ay, a;) € W, (F) bajo

el mapeo de Gray, $(ap, a1) = (ap, a;)M (ver (3.1)), es el vector de longitud q:
(agBo +ai1,...,a0Bj +aj1,...,a0B,1 +aj1)

donde

aoBj +aj1:
G+ (0)pQ)ag+ay,..., G+ {)pQ)ag+ay,...,
L GHE™T =1)pQ)ag+ar (3.4)

para0<j<p—1.

Sea o« = 1+ Tp una unidad (principal) del anillo de Galois R = GR(p%, m) donde
T € Tes tal que p(x) = —1 y sea & = (1,p — 1) el elemento correspondiente en el
anillo de Witt W,(F). Sea o el corrimiento ciclico usual, i.e., si X = (X1,X2,...,Xq)
entonces o(X) = (Xq,X1,...,Xq-1) y para cualquier entero positivo k, 0 < k < ¢, ok
significa corrimiento ciclico k lugares.

Con la notacién anterior se tiene:

Lema 3.1. Sea § el mapeo de Gray en W,(F) y sea & como se introdujo antes. Entonces para
cualquier elemento A = (ap, a1) € Wa(F) tal que ap € F, se tiene que

1,4

($(A)).

Demostracién. A partir del producto en el anillo de Witt y la definicién del mapeo de
Gray se sigue que

$ (&A) = P

~

$(&A) = (..., aoBj+ ((p—Nag+ a1, ...)
=(...0+pP-1+{)pQ)ag+ai,...,)
= (aonq + a1, .. .,aoBH(p,]) +ait,...,a0By, 2 + aj1)
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(paraj €{0,1,...,p—1},j+ (p—1) se toma médulo p y el producto &A se toma en el
anillo de Witt).
Por otro lado,

m—1 A A m—1
o ($(A) = o (aBo+ai1,...,a0B;+ai1,...,a0Bp_1 + aj1)

= (apBp—1+ai1,...,a0Bj_1 +aj1,...,a0B, 2 + aj1)

y la afirmacién queda demostrada. O
Definimos los mapeos siguientes:

i) Sea & = (1,p —1) € W,(F) como se introdujo al inicio de ésta seccién. Entonces,

v i Wao(B)Y — WH(B)T,
(AOI"'/A‘H*]) — (&An—ll---/An—z)-

ii) Sea F = Fq, (g =p™), el campo residual del anillo de Galois R (6 anillo de Witt
W>(F)) y o el corrimiento ciclico usual. Para cualquier entero positivo n sea,

6 . an — I:qu, 0 (X) = (O:pmil (anl)IXOI e /Xn*Z)
i.e., la accion de 6 en X = (Xp, ..., Xn_1), donde cada X; € F9, es primero aplicar
el corrimiento ciclico usual a X obteniendo (X;,_1, Xy, ..., Xn—2) y luego aplicar

el mapeo o™ a X y el mapeo identidad a las otras entradas X;.
Definicién 3.1. Un cédigo © C Wy (F)" es llamado &-ciclico si v (@) = €.

Proposicién 3.1. Para cualquier entero positivo n sea A = (Ao, ..., An1) € Wo(E)™ y

supongdmos que A,y = (al* ", \™ ") es tal que o) € F,. Entonces

QOovy =000.

Demostracién. A partir de la definicién del producto en el anillo de Witt y de la hip6-

tesis sobre a(()n_”, se sigue que &A1 = (aén_”, (p— 1)aén_” + agn_”).

Entonces

-1 a

5(D(A)) = (6" (P(An 1), B(Ag), ..., d(An2))).

Por otro lado,
D (va(A)) = (d(&An-1), b(Ag), ..., b(An-2)).
Por consiguiente, la afirmacién de la Proposicién se sigue del Lema 3.1 O

Definicién 3.2. Un cédigo D C ™9 es llamado cuasi-ciclico de primer-bloque de indice p™ !

si 6(D) =D.
Como una consequencia de la Proposicién 3.1 se tiene el siguiente:

Teorema 3.1. Sea e C WyH(E)™ un codigo tal que para cada A= (Ay..., A1) € C

Anq = (aé"q), agnq)) € F, x F C W;(F). Entonces C es &-ciclico si y sélo si su imagen

de Gray ®(C) es un cédigo cuasi-ciclico de primer-bloque de indice p™'.
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Demostracién. Si € € Wy (F)™ es un codigo tal que ®(C) es cuasi-ciclico de primer-
bloque de indice pm_1, entonces de la Proposicion 3.1,
b(@) =5 (6(@) = (val®)

y la afirmacioén se sigue de la inyectividad del mapeo de Gray. El reciproco también
es inmediato a partir de la Proposicién 3.1. O

Obsérvese que como Ly = GR(p?,1), el Teorema 3.1 proporciona el Teorema 2.4
para el caso k = 1, i.e. Corolario 2.5 de [LBoz2], salvo permutacion.

3.2 IMAGENES DE GRAY T-CUASI-CICLICAS DE UNA CLA-
SE DE R-cODIGOS

Sea R = GR(p?, m) el anillo de Galois, M su ideal maximal, F = Fy, (g =p™) el campo
residual y T el conjunto Teichmiiller de R. Sea n € N tal que (n,p) =1y sea n’ el
unico entero en {1,...,p — 1} que satisface nn’ = 1 mod p. Sean N" € Ty u(N') =n’,
seay=14+Npel+My¥=(1,n") € Wy(F) suimagen en el anillo de Witt. Obsérve
que para cualquier entero positivo k, ¥ = (1, (kn’),), donde (x), significa reduccién
moédulo p. En particular 9™ = (1, 1).

Ahora definimos los mapeos siguientes:

i) Con la notacion dada arriba,

Xy i Wo(E)" — WyH(F)W,

>
>
<
2.
3
;

7
B
7

donde A = (Ay, ..., Aq1).

. .. PRT m—1
ii) Sea o el corrimiento ciclico usual y sea T = oP .

'f: an — an/
X — (M (X),..., s (X, ...
e )

donde X = (Xp, ..., Xn_1), Xi € F9y (%), significa reduccién médulo p.
Definicién 3.3. Un cédigo © C W, (E)™ se dice y-ciclico si Xf,(@) =0,
Definicion 3.4. Si F es el campo residual del anillo de Galois R, un cédigo D C F9 se dice
T-cuasi-ciclico si (D) = D.

Proposicién 3.2. Con la notacion anterior, para cualquier A= (Ay ..., An1) € Wo(F)"
con Ay = (a(()l), agl)), aél) € Fyparai=0,1,...,m—1, se tiene que:

d (x4(A)) =2 (D(A))

donde @ es el mapeo de Gray en Wy (F)™.
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Demostracion. A partir de la definicién del mapeo Xy y del mapeo de Gray en W, (F)"

é) (XWA/(A)) = ((’I\)(AO)/ . -/d\)(f/iAi)/- . -/d\)(ﬁ/nilAn—1))'

Por otro lado, de la definicién del mapeo %, tenemos
F®(A) = (0 (&(Ao)) ,T(—m”v(&(Am, .

De la definicién del producto en el anillo de Witt y la hipétesis en A;,
LAY — (1) (1) (1) (1)
b(YA) = ((10 B(in’)p +a;1,...,0, B[j+in’)P +a;'1,...

.y aél)B(p,1+in/)P + (151)1)

I GA)) = (e ) () Bo+a) s,
= ..., a(()i)Bj + agi]1, ey a(()i)Bp_I + agi)ﬂ.
Obsérvese que si A = (Ag,A1,...,Ap—1) donde Ay = a((;]B + agﬂ1 es facil ver que

7= oP™ " actua sobre A como el corrimiento ciclico usual, ie., T(A) = (Ap_1, Ao, ..., Ap—2)
y para cualquier entero positivo k, T~ KA) = (A, Aty eee e e Nk - Ap—24x), (don-
de j + k es tomado modulo p).

A partir de ésta observacién concluimos que d(HA) = T(’i“/JP((f)(Ai)) para i =
0,1,...,n—1, con lo cual probamos la afirmacion. l

Ahora tenemos el siguiente:

Teorema 3.2. Sea & C W, (F)™ un cédigo de longitud n primo relativo con p tal que para
cualquier A = (Ay,...,An 1) € € Ay = (a((;], agl)) € F, xF, 0 <1< n—1. Entonces el
codigo C es Y-ciclico si y sélo si ®(@) es un cddigo t-cuasi-ciclico de longitud nq sobre F.

Demostracién. Si € € W, (F)™ es un cédigo tal que ®(C) es un cédigo T-cuasi-ciclico
de la Proposicion 3.2 se tiene que

d(e) =1 (ci)(é)) —d (X?(é))

y la afirmacién se sigue de la inyectividad del mapeo de Gray. El reciproco tambiés es
inmediato a partir de la Proposicion 3.2. O






IMAGENES DE GRAY CUASI CICLICAS

En éste capitulo se dan condiciones necesarias y suficientes para que la imagen de
Gray de un (1 —7p)-cédigo ciclico definido sobre el anillo de Galois GR(p?%, m) sea cuasi-
ciclica también se dan condiciones necesarias y suficientes para la cuasi-ciclicidad no
necesariamente lineal de la imagen de Gray de c6digos ciclicos lineales sobre el anillo
de Galois GR(p?, m). Los resultados de este capitulo estan publicados en [LATR11].

Para establecer los resultados de este capitulo vamos a expresar y enumerar los
elementos del campo residual F = Fym del anillo de Galois R = GR(p%,m) en una

forma diferente a la empleada en la seccién 3.1
Sea {1, w, w?,...,w™ '} una base para el campo residual F = F,m sobre F,. Como

se tiene una biyecciéon entre Z,m y F,m dada por
hZho—I-h]p—l-"'-I—hm_]‘pm_] — Wh zho—l—h1w+---—|—hm_1wm_1

donde 0 < h; <p—1parai=0,1,.., m—1,los elementos del campo residual F,m se
tomardn en el orden siguiente:

Fom ={wh:h=0,...,p" =1L

Obsérvese que,

m_q

wip+k = wipixparad<k<p—-1y0
< 1

<i<p
Wip4j K = Wipy(ji, parad<j<p—1,0

<k<p-1,0<ig<p™—1

4

donde (%), denota reduccién médulo p.

Sea

Qi = (Wip, Wipt1/+ -+ Diptjs - - - Diptp—1),
parai:O,...,pm_‘—1 yi=0,...,p—1.

Entonces los elementos del campo finito F,m se pueden expresar y enumerar en la
forma:

[wo, ..., wpm_ﬂ =[Qo,,...,Q4,... ,meq_]] (4.2)

Sea q=p™yco=1Q0,...,Q4...,Qum1 4] = (wo,...,wpm_1) € Fg el vector que
enlista a todos los elementos del campo residual en el orden dado en (4.2), sea ¢; = 14
el vector cuyas entradas son todas iguales a 1 de longitud q y sea ® el mapeo de Gray
como previamente se definio (cf. (2.1)).
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41 IMAGENES DE GRAY DE cODIGOS (1 —p)-cicLicos

Sea R = GR(p?, m) el anillo de Galois, M su ideal maximal, F = Fq, (g =p™) el campo
residual de R y T el conjunto Teichmiiller de R. Sea A = 1 —p = 1+ Tp una unidad
(principal) del anillo de Galois R = GR(p?, m) donde T € T es tal que p(T) = —1.

Definimos los mapeos siguientes:

i) Sea A = 1 — p. Entonces,

vy R — RT,

(ag,ar,...,an—1) — (Aan—1,q0,...,an_2).

ii) Para cualesquiera enteros positivos s y t sea

&t . I:St N I:St
. y

@Vt — (o(@M)lo(a?)-[o(a"))

donde alV,...,a) € F¥y o : F¥ — F® es el corrimiento ciclico usual. En parti-
y p
cular, 0®! = o.

Definicién 4.1. Un cédigo C C R™ es llamado A-ciclico si vy (C) = C, mientras que un cédigo
C C P! que satisface 0°*(C) = C es llamado cuasi-ciclico de indice t y longitud st.

Proposicién 4.1. Sean @ el mapeo de Gray y los mapeos v, o@P™ ! definidos anteriormente.

Entonces,
m—1
Dovy=0""  o. (4-3)

Demostraciéon. Sea A = (ap, aj, ..., an_1) unelemento de R™ ysea B = (by, by,...,bn_1) =
Va(A) = (Aan_1,0p,..., an_2), i.e, bp = Aan_1 y bjy = ai_y parai=1,...,n—1.
A partir de Lema 1.4 se sigue que by = Aan_1 = po(Aan_1) + ppi1(Aay_1) donde
Po(Aan—1), p1(Aan—1) € T es tal que To(Aan_1) = To(an—1) y m(Aan—1) = mi(an1) —
To(an—_1) de manera que 1(bg) = ro(an—_1) y r1(bg) = r1(an_1) —ro(an_1). Entonces,

(to(an—1),70(ag), ..., molan—2))
(t1(an—1) —rolan—1),m(ag), ..., m1(an-2))
(r1(an—1) +(p —1)Yo(an—1),T1(ao)1---,ﬁ(an—z))-

To(B)
T1(B)

Por consiguiente,

@ (va(A)) = @(B) = ¢o®10(B) + ¢, @T11(B)
[QOI 1/ . -/meflf]] ®T0(B) + [lp/ . -/lp/ . -/lp] X1 (B)
.. £1®mm+b®ﬁ$M”J

Sea By = Q; ®1o(B) + 1, ® 11(B) el i-iésimo bloque de longitud np del vector ®(B),
i=0,.. .,pm’1 — 1. Entonces,

Bi = [Wip, ..., Wipj, -+ oy Wipgp—1] @70(B) +[1,...,1,..., 1] @71(B)
= [wipTo(B) +11(B), ..., Wip4T0(B) +11(B), ..., Wiptp_170(B) +11(B)]
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y sea wip4iTo(B) + 11(B) el j-iésimo bloque de longitud n de By, j =0,...,p—1.
Por consiguiente,

Wip+iTo(B) +11(B)
= [Wip45To(bo) +11(bo), WipyTo(br) +T11(b1), ..., WipiTo(br_1) +71(bn_1)]
= [wipyiTolan—1) +T1(an—1) + (p — rolan—1), wipyTolao)
+711(ag), ..., wiptjrolan—2) +11(an—2)]
= [(Wip45 +P — Drolan—1) +11(an—1), wip4irolao)
+711(ag), ..., Wipirolan—2) +r1(an—2)]
= [Wip4j—1r0(an—1) +11(An_1), WipTolao) +r1(ag), ...
o, WipTolan—2) +11(an2)]
donde wip4j + (p — 1) = Wipy(j4p-1), = Wip+j—1, por la propiedad 4.1.

Por lo tanto, el j-ésimo bloque de longitud n de B;, paraj =0,...,p —1, esigual a

[Wipyj—1Tolan—1) +71(an—1), wip4irolao) +ri(ag), ...
o WipyTolan—2) +1(an2)l
(4-4)

Por otro lado, el i-ésimo bloque de longitud np del vector ®(A), para cada i =

O,...,pm_1—1 es:

Ai = Q;i®@71(A)+1, ®@11(A) = [wipTo(A) +11(A), . ..
o, Wip4To(A) +T11(A), ..., Wiprp—1T0(A) +171(A)]

y éste bloque A; puede ser visto como la concatenacién de las filas del siguiente
arreglo de tamafio pn:s

wipTo(ao) +71(ap) wipTolar) +ri(ay) wipTolan—1)+71(an—1)
WipyjTolao) +11(ao) WipyjTolar) +ri(ar) v Wipgirolan—1) +r1(an—1)
Wipip—1To(ao) +T1(ap) Wiprp—1rolar) +ri(ar) ... wipsp_1Tolan—1)+ri(an—1)

Aplicando el corrimiento ciclico o de longitud np al bloque A; obtenemos:

Wiptrp—1Tolan—1) +T1(an_1) wipT1(ag) +11(ao) wipTo(an—2) +r1(an—2)
Wiptj—1To(an—1) +r1(an-1) WiptjTolao) +11(ao) WiptjTolan—2) +r1(an—2)
Wiprp—2To(an—1) +T1(an—1) Wiprp_17olao) +7ri(ao) ... wWiprp_1Tolan—2)+ri(an_2)

Entonces el j-ésimo bloque de longitud n de o(A;) es:

[wiptj—1To(an—1) +T1(an-1), WiptiTolao) + r1(ap), ...
ceey wip—f—jTO(an—Z) +r1i(an—2)] (4.5)
A partir de las relaciones (4.4) y (4.5) concluimos que el j-ésimo bloque de lon-
gitud n de B; es igual al j-ésimo bloque de longitud n de o(A;) y por consiguien-
te, B; = o(A;) para cadai = 0,...,p™ ' — 1. Como tenemos que a2 (D(A)) =
(o(Ap)|---lo(A)] -+ --- l0(A,m-1_1)), donde “|” significa concatenacion y puesto que
@(va(A)) = ©(B) = (Bo| - |Bil---|Bym-1_;) la afirmacion de la Proposicion se si-
gue. [
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Teorema 4.1. Un R-cédigo C de longitud n es A = (1 — p)-ciclico si y sélo si su imagen de
Gray @ (@) es un cddigo cuasi-ciclico sobre Fym de indice p™~ y longitud np™.

Demostracion. Sea € C R™ un cédigo tal que ®(C) es cuasi-ciclico, de la Proposicion
4.1 se implica que

D(C)=0"""  (@(C)) = @ (va(C))

y la afirmacién se sigue de la inyectividad del mapeo de Gray. El reciproco también
es inmediato de la Proposicién 4.1. O

Este resultado generaliza el que aparece en [Wolgg] y [LBoz2].

4.2 IMAGENES DE GRAY DE CODIGOS CiCLICOS LINEA-
LES

Sean € N tal que (n,p) =1y n'suinverso, i.e, nn’ = 1 mod p. Sea N’ € T tal que
wWN’)=n',seay=1+Npe1+MyA=1-—psuinverso (cuando asi sucede).
Noétese que v* = po(v*) +pp1(v*) donde po(v*), p1(v*) € T son tales que po(y*) =

po(Y) = 1y 11(¥*) = ulp1(v*)) = kn/, en particular, y™ = 1+ pp;(y™) con 71 (y") =
nn’ =1.

Sea a € R. Entonces via = po(via) + ppi(yta) donde po(via), pi(yla) € T y
po(v'a) = pola) con |
To(y'a) = 1o(a) (4.6)

ri(y'a) = ri(a) +r1(v") ro(a) = ria) +in(N')ro(a)

=r1(a) + (in)pro(a). 4.7)
Sea An = R[x]/(x™ —1), By = R[x]/(x™ —A) y sean

P . :RTI e -.An,

(ap,ai,...,an_1) — ao+aix+---+ an_1xni] + (x"—1)

P/ . :Rn e Bn,
(bg,b1,..., b0—1) — bo+b1x+---+bn_1x“*1 + (x"—A)
los mapeos representacion polinomial de R™ en los anillos Ay y By, respectivamente.

Con la notacién anterior, definimos los mapeos siguientes:

i) py:An — B, y(Alx)) = Alyx)

n—1

ii) Xy : R" — R, xy(A) = (ag, ..., Y*ay, ..., Y 'an_1) donde A = (ay, ..., an_1).

Las afirmaciones siguientes son faciles de probar a partir de las definiciones:
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i) wy es un isomorfismo de anillos y en particular I es un ideal de A, si y sélo si
iy (I) es un ideal de By,.

ii) Un c6digo € C R™ es un ciclico lineal si y sélo si P(C) es un ideal de An.
iii) Un cédigo € C R™ es lineal A-ciclico si y s6lo si P/(C) es un ideal de Bn.
iv) pyoP =P oxy.

Definicién 4.2. Un cédigo € C R™ se dice y-ciclico if x(C) = C.

Proposicién 4.2. Sea € C R™ un cédigo de longitud n primo relativo con p. Entonces C es
un codigo ciclico lineal si y sélo si X (C) es un cédigo lineal A-ciclico.

Demostracion. C es un codigo ciclico lineal sobre R «< P(C) es un ideal de A, &
iy (P(C)) es un ideal de By, < P'(xy(C)) es un ideal de By, < X, (C) es un cédigo lineal
A-ciclico sobre R. O

La definicion siguiente es parecida a la que aparece en [LBo2] para el primo p # 2
y es una generalizacién de la enunciada en [Wolo1] para el primo p = 2, pero es
un caso particular de la permutacion global de Nechaev (A.1) que se introduce en el
Apéndice.

Sean € N tal que (n,p) =1y sean’suinverso, ie, nn’ =1 mod p.

Definicién 4.3. Sea 7t la permutacion en {0,1,...,np — 1} dada por:

n(v) = ((vn’—u)pn—i—v)np.
donde0<u<p—lyun<v<(u+I)n—1

Una generalizacion de la permutacion de Nechaev en Fq® es la siguiente:

M(co,c1,...,Cu, ... /Cnp—1) = (Crr(O)/ CaMyr---rCr(v)r -~ ICT[(Tlp—]))'

Ejemplo 4.1. Seann =4, p =3 ysean’ en{1,2} tal que nn' =1 mod p, i.e., ' =1y sea
o el corrimiento ciclico usual de longitup p.

Considérese el arreglo

o1 2 3
45 6 7
8 92 10 11

. . / A . oo .. T . .
Si en la sequnda columa aplicamos o™ v = o (ésto significa corrimiento ciclico (“hacia arri-

ba”) (1n'), lugares, donde (*),, denota reducciéon médulo p) y en la tercera columa aplicamos
’ . . o .. L g . . . .

o2 = o2 (ésto significa corrimiento ciclico (hacia arriba) (2n'),, lugares), i.e., aplicando el

corrimiento ciclico indicado en cada columna como se ilustra a continuacion,

0.(On’)p 0_(111’)19 0_(211’)]D O.(3n’)p
0 1 2 3
4 5 6
8 9 10 11
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obtenemos,

Por consiguiente, m:{0,1,...,11} —{0,1,...,11} es la permutacién dada por (4.3) con los
pardmetros indicados.

Una extension de TT puede ser dada en la forma siguiente:
Definicién 4.4. Para cualquier entero positivo t sea
ot Pt — FgPt
la permutacion definida como
m#aMja®)... a") = (m@M)m@?)) - - mav)

donde all), ..., aY € FgP y TT: FgP — FqP es como se definié anteriormente. En particular,
et =TI,

Proposicion 4.3. Para cualquier A = (ayp, ... ... ,an_1) € R™ la relacion siquiente se satis-
face
D (xy(A)) =TTP" " (D(A)). (4.8)

Demostracién. Sea A = (ay,...,an—1) € R" y sea D = (A) tal que
(Do, D1,..., D) = (@, -, Yok, ..., ¥ an_1).
Entonces,

D (xy(A)) = @(D) = ¢o @ 19(D) + ¢, ®71(D)
[Qq,...,0Q4,.. .,mefl_]] R1o(D) + [lp,. . .,lp,. . .,lp] ®11(D)
L...,0;®1y(D) +lp®T1(D),...,]

Sea D; = Q; ®19(D) + 1, ® 11(D) el i-¢simo bloque de longitud np del vector ®(D)
parai=0,.. .,pm_] —1.

Entonces,

D; = [wip,. . .,wip+j,...,wip+p71] re(D)+11,...,1,...,1]®1(D)
= [wipro(D) +11(D), ..., Wip4iTo(D) +11(D), ..., Wipyp—170(D) +11(D)]

Sea wip4To(D) +11(D) el j-ésimo bloque de longitud nde D;, j =0,...,p—1,ie,
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WipiTo(D) +11(D)
= [wip4iT0(Do) +11(Do), ..., Wip4jTo(Dy) +11(Dx), ...,
e o, Wip1iTo(Dn—1) + 11(Dn 1]
= [wip+iTo(ao) +T1(ao), . . ., WipTo(Y¥ar) +11(v ay), ...

e WipTo (Y an1) T (Y  an)]

Aplicando las relaciones (4.6) y (4.7) a wip4iTo(D) + 171(D) obtenemos:
[wip+iTo(ag) +T1(ag), ..., wiptiTo(ak) + 1 (ax) + (kn')prolay), . . .
ceey wip+jTO(an—l )+1i(an—1) +((n—1 )nl)pTO(an—1 )1,
ie.,
[wiptiTo(ao) +T1(ag), ..., (wiptj + (kn')p)ro(ax) + 11 (ax), . ..
oo (Wipg 4+ (=T )ro(an—1) +rilan—1)].

Entonces, el j-ésimo bloque de longitud n de D;, paraj =0,...,p — 1, es igual a:

[wip+iTolao) +Ti(ao), ..., Wipy(j4rn,Tolax) +11(ax), . ..
ceey wip+(j+(n—1]n’]pr0(anfl) +711(an—1)l. (4.9)
Por otro lado, el i-ésimo bloque de longitud np del vector ®(A), para cada i =
O,...,pm’1 — 1 es:
Ai=0Qi®@19(A) + 1, ®11(A)
= [wipTo(A) +11(A), ..., WipTo(A) +11(A), ...
ceey wip+p—er(A) +71(A)]

Este bloque A; puede ser visto como la concatenacion de las filas del siguiente arreglo
de tamafio pn:

wipTo(ap) +11(ap) wipTo(ax) +71(ak) wipTo(an—1) +r1(an_1)
Wip+jTolao) +11(ao) <o wipyjero(ax) +ri(ax) ... WipjTolan—1) +r1(an_1)
Wipyp_1Tolao) +ri(ap) ... wiprparolar) +ri(ax) ... Wiprp_1rolan—1)+r1(an_1)

Aplicando la permutacién TT al bloque Aj;, ésto significa aplicar o¥)» a la k-ésima

columna del arreglo previo, para cada k = 0,...,n—1, i.e,, aplicando el corrimiento
ciclico moviendo (“hacia arriba”) (kn’), lugares de manera que la k-ésima columna
del arreglo TT(A;) se convierte en:

Wipt (kn), Tolax) + 11 (k)
Wip 1 (j+kn), Tolak) +T1(ak)

Wipt (p—14kn), Tolax) + 11 (ax)
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paracadak =0,...,n—1.

Por consiguiente, la j-ésima fila de longitud n de TT(A;), paraj =0,...,p—1, es
igual a

[wip+iTolao) +11(ao) ... Wipy(1rn,Tolax) +11(ax) ...
co Wip (i (n-Tn), Tolan—1) + T1(an—1)].
(4.10)

La expresién dada en (4.10) es el j-ésimo bloque de longitud n de TT(A;) y de (4.9) con-
cluimos que es el j-ésimo bloque de longitud n de D; paraj =0,...,p — 1. Por lo tanto,
D; = M(A;) parai =0,...,p™ " — 1y como TT¥P™ " (O(A)) = (TT(Ap)|-- - [T(A)] - --
= MApm-14)) y ©(Xy(A)) = O(D) = (Do|---[Di| -+ |Dym-1_4), se sigue la afirma-
cion. 0
El resultado siguiente es una consecuencia inmediata de la Proposiciéon 4.2, del
Teorema 4.1 y la Proposicién 4.3.

Teorema 4.2. Sea C C R™ un cédigo de longitud n primo relativo con p. Entonces el cédigo C
es ciclico lineal si y solo si ToP™ " (D(€)) es un cédigo cuasi-ciclico de indice p™ ' y longitud
np™ sobre F.

Demostracién. € es un codigo ciclico lineal sobre R < x,(C) es un cédigo lineal A
(1 —p)-ciclico & ®(xy(C)) es un cédigo cuasi-ciclico sobre F,m de indice pm!
longitud np™ < TTeP™ ' (d(C)) es un c6digo cuasi-ciclico sobre Fpym de indice p™~!
longitud np™.

< « |

Este resultado generaliza el que aparece en [LBoz] para codigos sobre el anillo Z.,,.
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En éste capitulo R denota un anillo finito de cadena (AFC) de indice de nilpotencia
2, m es un generador fijo del ideal maximal M de R, T es el conjunto de Teichmdiller
de R, F es el campo residual de R, el cual es isomorfo a Fq, donde q = p™ para algtin
primo p y un entero m > 1, y ademds n es un entero positivo que no es divisible por
p. Se considera el mapeo de Gray definido sobre R y se introduce la representacién
polinomial de ®(A), donde A € R™, también se obtiene un teorema que caracteriza al
polinomio generador de un R-cédigo ciclico lineal de longitud n primo relativo con
la caracteristica del campo residual y finalmente se da un teorema que establece la
ciclicidad lineal de la imagen de Gray de una clase de R-cédigos ciclicos lineales cuyo
polinomio generador es de la forma A (&), donde A(&)|E™ — 1.

51 LA REPRESENTACION POLINOMIAL DEL MAPEO DE
GRAY

Sea F = {0,w?, ..., w972} el campo residual del anillo R, donde w es un elemento
primitivo, sea u = (0, 1,..., w92) el vector que enlista a todos los elementos de F
en el orden dado y sea v = 14 el vector cuyas entradas son todas iguales a 1 de
longitud q. Sea a un elemento cualesquiera de R cuya representaciéon 7-ddica es:
a = po(a) + pi(a)m donde po(a), p1(a) € Ty seari(a) = u(pi(a)), i =0,1.

Como el indice de nilpotencia de R es 2, laimagen de Gray de A = (ap, ay,...an_1) €
R™ es:
O(A) =Co@19(A) +Cr@11(A) (5.1)

donde 1j(A) = (7j(ap), mj(a1),...,m(an-1)), i =0,1,Co=uy C; =v.

Sea

bj(ak):{ r1(ay), paraj=kyk=0,n—1,

ws Tro(ay) + 11 (ay), paraj=sn+k, s=1,g—1, k=0n—1.

Entonces,
O(A) =(...,bjlay),...) € Fam,

Sea § un anillo finito conmutativo, A(t) = S[&]/(Et—T) y

P8t — A1),
(ao, a1,y Q1) — Qo+ @&+ +a 5T+ (EE—1)

el mapeo representacion polinomial de 8' en el anillo A(t), abusando de la nota-
cién, se suele denotar P(ay, aj, ..., ai_1) = ao+ @&+ -+ a1E5T en lugar de
Plag, ar, .., @ 1) = Qo+ a1&+ -+ a1 &5+ (EH-1).

31
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Se denota Ag(t) si§ = Ry Ap(t) si § = F. Ademas Pt 3% ‘J’t denotan respectivamente,
las representaciones polinomiales de F* y R*.

Definicién 5.1. El mapeo polinomial de Gray es el mapeo @p de Ax(n) a Ag(qn) definido
por
Dy = PO (PR)

Si A(&) es la representacion polinomial en Ag(n) de A entonces @p(A(E)) es la
representacion polinomial en Ap(qn) de ®(A).

La representacion polinomial de ®(A) en Ag(qn) estd dada por:

Tn-1

q—
Oyp = benk(ak) Evsn+k- (5.2)
s=0 k=0
Paras €{0,1,...,q— 1} sea fg( Zk —0 bsnkl (ax)EX entonces
q—1
fo(E)E™.
s=0

Las siguientes identidades son féciles de probar y seran ttiles mas adelante
Lema 5.1. Para q = p™, en Fy[&] se cumplen las siquientes relaciones:
D) THENFEM - EPTII = (2T ) /(€M 1) = (M 1),

i) EN 4 WER L+ P 2EPTIn = P2 TP (en o,

Sea A(&) = ag+ a1&+ -+ + an_1&" ! en Ag(n) la representacion polinomial de
A = (ao,...,an_1), dado que, a; = po(a;) + 7p1(ai), donde po(ai), p1(a;) € T para
cadaie€{0,1,...,n— 1} entonces

A(&) = (polao) +7mp1(ag)) + (polar) +mpr(ar))&+ -
-+ (polan—1) +mp1 (an_1))E"""
= (po(ao) + pola)&+ -+ polan_1)E"") +
n(p1(ao) + p1(ar)&+ -+ prlan1)E")
= po(A)(E) +7p1(A)(E)

donde po(A)(E) v p1(A)(&) son las representaciones polinomiales en Ag(n) de

Po(A) = (polao),polar),...,polan—1)) y
p1(A) = (p1lag), p1(ar), ..., p1(an—1))

respectivamente.
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Proposicion 5.1. Si A(&) = po(A)(E) +mp1(A)(E). Entonces

Op(A(E)) =ro(A)(E)wP " 2E™ TT ("= wh) +m(A)(E)(Er 1P

i=0

donde to(A) (&), 11(A) (&) estdn en Ap(n) y son las representaciones polinomiales de ro(A) =
(to(ao), rolar), ..., molan—1)) y 11(A) = (r1(ao), r1(ar), ... ... ,T1(an—1)) respectivamente.
Mis atin, vo(A) (&) y 11(A) (&) son las p-reducciones de po(A)(E) y p1(A) (&) respectivamen-
te.

Demostracién. Reagrupando los términos del polinomio (5.2) obtenemos

Op(A(E))

pm—2 pm—2
= [To(ao) > wiE(H”n] + {To(aﬂ > wigltin

pm—1 pm—1
+ [ﬁ(ao) > Em] + [ﬁ(m) > Em] E+-

n—1 1 |p™-2 n—1 m_]
=D _mola)&| | Y w4 Zr1(a1)51 {Z am]
[i=0 1] i=0 i=0 i=0
m—1 1T pm-—2
=) vola)&t| [P 2EM ] (E“wl)]
[i=0 | i=0
n—1 1
+ | mtael| e -,
i=0 §
pm-2
=1o(A)(E)wP" 2EM TT ("= wh) + m(A) (&) — 1)
i=0
de lo cual se sigue la afirmacion. O

Este resultado generaliza el inciso c) de la Proposicién 12 de [Wolo1].

Lema 5.2. Sea H = (ho, hy,..., hn_1) un elemento cualquiera en R™, H(&) en Ax(n) la co-
rrespondiente representacion polinomial de Hy h(&) en Ag(n) su p-reduccion. Si @p(mtH(E))
en Ag(qn) es la representacion polinomial de ®(7tH) entonces

Dp(mH(E)) = h(E)(EM—T)P
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Demostracion. Sea H = (hg, hy,...,hq_1) € R™ donde
hi = po(hi) +7p1(hi) € R, po(hi), p1(hy) € T,
entonces

mH = (mhy,...,Thy_1)

7i(po(hn-1) + 7p1(hn—1)))
- (O—I_T[pO(hO)/-'-IO—I_T[pO(hn—] )

)

Aplicando la Proposicién 5.1 a mH tenemos:

m—1
Op(mH)(E) = Zn(nm)a1 (gr =1
L1=0

m—1
— ZTo(hi)ii] [(gr =1
Li=0
= h(g)(E" -1
donde h(§) := u(H(&)) = {1:_01 To(hi)EL y la afirmacion se sigue. O

52 R-cODIGOS CiCLICOS LINEALES

En ésta seccion consideramos cédigos ciclicos lineales de longitud n sobre un anillo
finito de cadena R cuyo tnico ideal maximal es generado por 7, ie., M = (m) yt > 2
es el indice de nilpotencia de 7.

Sea el anillo A, = R[x]/(x™ —1) y sea
P:RY — A,
(ap, i,y Ano1) — Ao+ a;x4---+an_ x4 (xM—1)
el mapeo representacion polinomial de R™ en el anillo Ax.

La siguiente proposicién es la andloga de un resultado conocido para los cédigos
ciclicos lineales sobre campos finitos (cf. [MSy7, Sec. 7.2]) la demostracién es basica-
mente la misma que para el caso de campos por éso se omite.

Proposicién 5.2. Con la notacién anterior, C C R™ es un codigo ciclico lineal si y sélo si
P(C) es un ideal de A,

Abusando de la terminologia cuando nos referimos a un R-cédigo ciclico lineal €
podemos pensar indistintamente en un R-submoédulo de R™ 6 en un ideal de An.

A continuacién se enuncian un par de resultados cuya demostraciéon se puede con-
sultar en [DLPog].
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Teorema 5.1. [DLPog, Teorema 3.4] Sea C un cédigo ciclico lineal de longitud n sobre un
anillo finito de cadena R. Entonces existe una iinica familia de polinomios ménicos coprimos
por parejas Fo, Fy,..., Fr en R[E] tales que FoFy---Fy =& =Ty C = (FA1,7TFA2, .. .,ﬂt*1FAt>,
donde ¥y = (EM —1)/F; = ]_[]7&I i, para 1 < 1< t. Mds aiin

€| = (mn > tl]deg( ir1)

Con la notaciéon como en el Teorema 5.1 se tiene:

Teorema 5.2. [DLPog, Teorema 3.6] Sea C un cédigo ciclico lineal de longitud n y F =
Fy +7F, + ...+t 'Fy. Entonces C = (F).

Usando éstos dos resultados para un anillo finito de cadena R de indice de nilpo-
tencia t = 2 se prueba el siguiente resultado:

Teorema 5.3. Supdngase que n es un entero positivo que no es divisible por p y sea C un
R-cédigo ciclico lineal de longitud n. Entonces existe una iinica familia de polinomios moénicos
coprimos por pareja A(E),B(E), C(&) en R[E] tales que A(E)B(E)C(E) = & —Ty C =
(ALE)(B(E) +m)) en RIE]/(E" —T).

Demostracién. Sea I un ideal no trivial de A(n) = R[E]/(E" —1). Por el Teorema 5.1,
existe una tinica familia de polinomios ménicos coprimos por parejas A(E), B(E), C(&)
en R[E] tales que A(E)B(E)C(E) = &' —Ten R[E] el = (C(&),nB(&)) donde B(£) =
A(E)C(E) y C(&) = A(&)B(£). Del Teorema 5.2 se tiene que I = (C(&) —|—7TB(E,)>. Sea
] = (G(&)) donde G(&) = A(&)[B(&) + m]. Se mostrara que I = J. Primero se vera que
I D], como C(&) y B(&) son polinomios coprimos por parejas existen U(§), V(&) € RI[E]
tales que U(&)C(&) + V(E)B(E) = 1. Después de reducir médulo (£" — 1) se tiene una
relacién similar con U(&) y V(&) en A(n). Por consiguiente,

U(E)A(E)C(E) + mV(E)A(E)B(E) = mA(E).

Entonces
G(&)
= A(E)B(E) +7] = A(E)B(E) +mA(E)
= A(&)B(&) + U(E)A(E)C(E) +TV(E)A(E)B(E)
= [ﬂV(&)H][ (E)B(& )]+7rU( E)A(E)C(E)
= [V(&) +11C(E) + U(E)nB(&),
ie.,

G(&) = V(&) + 11C(E) + U(E)nB(€) € T = (C(E), mB(&)),

de manera que G(§) € I, por consiguiente, | C L.

Por otro lado, como A(&)B(E)C(E) = & — 1 en R[E] se tiene que C(&)G(E) =
A(E)B(E)C(E) +TA(E)C(E) en R[E], ie

C(E)G(&) = mA(E)C(E) = B(E) in A(n) (5.3)
También, se tiene en A(n) que:

nG(E&) = mA(E)[B(E) + 7l = mA(E)B(E) = C(§) (5.4)
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Asi, por (5.3) ¥ (5.4) se establece que B(&) y nC(&) pertenece a J, por lo tanto,
TU(E)A(E)C(E) + V(E)A(E)B(E) = A(E),

ie., mU(E)B(E) + V(E)C(E) = mA(E) 1o cual implica que A (&) € J. Como A(&)B(&)
= G(&) — A (&) se tiene que A(&)B(&) = C(&) €. Por consiguiente C&)+nB(E) €]
mostrando que I C ] y por consiguiente I = J, por lo tanto, G(&) es un generador de
L O

Si el polinomio generador G(§) de un R-cédigo ciclico lineal € es como en el teore-
ma anterior, se tienen los casos:

i) Si C(&) = 1 entonces G(&) = A (€).

ii) Si A(&) = 1 entonces G(&) = B(&) + 7.

5.3 IMAGEN DE GRAY DE UNA CLASE DE CODIGOS CiCLI-
COS LINEALES SOBRE R

En esta secciéon se da un teorema que establece la ciclicidad lineal de la imagen de
Gray de R-cédigos ciclicos lineales de la forma descrita en el inciso i) al final de la
seccion anterior.

Teorema 5.4. Sea € un R-cédigo ciclico lineal de longitud n primo relativo con la caracte-
ristica del campo residual, generado por el polinomio G(&) = mA(E) de grado . Entonces
®5p(G(E)) = a(&)(E™ —1)P" " donde a(&) = w(A(E)) y Pp(G(E)) divide a ™™ —1. Mis
aiin, la imagen de Gray de €, ®(C), es un [qn, n — 1] cddigo ciclico lineal sobre F.

Demostracién. Aplicando el Lema 5.2 al polinomio generador G(&) del cédigo C, se
sigue que,

Op(G(E)) = a(&)(E"—1)P" .

Ademads, como A(§&) divide a &™ — 1 en R[] entonces a(&)|(E™ — 1) en Fq4[&] y por
lo tanto &" — 1 = a(&)q(&) para algun q(&) € Fq4[E]. Como, P = (EM 1) (&M —
P71 = al€))q(E)(E" —1)P" T de, £ — 1 = @3(G(E))q(&) se sigue que Op(G(&))
divide a &7 ™ — 1 en F4[&]. En consecuencia, el polinomio ®5(G(&)) genera un Fgy-
cédigo ciclico lineal de longitud np™.

Ademas,

Dyp(UG)(E) € (Pp(G(E)))

para cada U(&) € R[E]/(EM —1).

Sea U(¢&) € R[E]/(E™ —1). Entonces U(&)G(E) = mU(E)A(E) = mH(E) donde H(E) =
U(&)A(E). Otra vez, a partir del Lema 5.2 aplicado al polinomio U(&)G(E) tenemos,
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Op(UG)(E) = Op(mtH)(E) = h(E)(EM—1)P" !
= u(@)a(g)(E* = 1" = u(E)dp(G(E)),

ie., Op(UG)(&E) = u(&)Dp(G(E)). Por lo tanto,

Dyp(UG)(E) € (Dp(G)(&)).

y en consecuencia,

Qp((G(E))) € (@p(G)(E)).

Sea deg(A(&)) = 1.Como C(s) = 1,deg(B(£&)) = n—ry|C| = [F2de9(C(&))+1deg(BE)) —
(p™)™ T (cf. [DLPo4]). Por otro lado,

(Dp(G(E))) = (pm)pmn—deg((DT(G(a)) _ (pm)pmn_(n(pm_”Jﬁ)

y concluimos que @ (C€) es un [qn,n — 1] cédigo ciclico lineal sobre F. O

Este teorema generaliza parcialmente al Teorema 4.13 de [LBoz].






A arennice

A1 LA PERMUTACION GLOBAL DE NECHAEV

Sea n € N tal que (n,p) = 1y sea n’ su inverso, i.e, nn’ = 1 mod p. Ademads, sea
qa=p™

Definicién A.1. Sea 7 la permutacion definida sobre {0,1, ... ... ,ng— 1}

Vu: 0Su<<p™—Tyw: un<v< (u+1)n—1

m(v) = (o0 = wpp™ )

np™ '
Se define la permutacion global de Nechaev TT en F*P™" como
ﬂ(Co, Cl1,-..,Cy,.. .,qu,1) = (Cﬂ(o],cn(]), .. .,Cﬂ(\,), .. '/Cn(anl))'

Ejemplo A.1. Seann=4,p=3, m=2ysean’ en{l,...,p—1}tal que nn/ =1 mod p,
ie,n'=Tyseat= o™ donde o es el corrimiento ciclico usual de longitud p™, de manera
que, ™° = 1d.

Considérese el arreglo

9 10 11
12 13 14 15
16 17 18 19
20 21 22 23
24 25 26 27
28 29 30 31
32 33 34 35

obsérvese que el arreglo tiene n = 4 columnas y p™ = 9 filas.

. . / . e .. L.
Si en la sequnda columna se aplica T"™)v = 1! = o3 (ésto significa corrimiento ciclico

(hacia arriba) (1n'),, bloques de longitud p™ ! =3, donde (*)p denota reduccién modulo p))

y en la tercer columna se aplica T?")v = 12 = ¢® (ésto significa corrimiento ciclico (hacia
arriba) (2n'),, bloques de longitud p™ ! = 3), i.e., aplicando el corrimiento ciclico indicado en

cada columna como se ilustra abajo
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T(On/)p T““’)p T(zn/)p T(-”“’)p

0 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11

12 13 14 15
16 17 18 19
20 21 22 23
24 25 26 27
28 29 30 31
32 33 34 35

se obtiene,

0 13 26 3

4 17 30 7

8 21 34 11
1225 2 15
16 29 6 19
20 33 10 23
24 1 14 27
28 5 18 31
32 9 22 35

Si se concatenan las nueve filas del arreglo anterior, se obtiene la sequnda fila de la permuta-
cion siguiente:

(0 1 2 345 6 78 92 10 11 12 13 14 15 16 17
™=\0 132341730 7 821 3 11 1225 2 15 16 29

18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
6 19 20 33 10 23 24 1 14 27 28 5 18 31 32 9 22 35 )°

Por consiguiente, 7 : {0,1,...,35} — {0,1,...,35} realmente es la permutacion dada por
(A.1) con los pardmetros indicados.

Observacion A.1. Nétese que si m = 1 en (A.1) se obtiene la generalizacion de la permuta-
cion de Nechaev dada en (4.3).
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